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EXTENSION D’HOME´OMORPHISMES CR ENTRE
VARIE´TE´S POLYNOˆMIALEMENT RIGIDES
Patrick Lahonde`s
Abstract
Let f : M →M ′ be a CR homeomorphism between two minimal,
rigid polynomial varieties of Cn without holomorphic curves. We
show that f extends biholomorphically in a neighborhood ofM if f
extends holomorphically in a neighborghood of a point p0 ∈ M
or if f is of class C1. In the other hand, in case M and M ′
are two algebraic hypersurfaces, we obtain the extension without
supplementary conditions.
1. Introduction
Dans cet article, nous de´terminons des conditions pour qu’un home´o-
morphisme de Cauchy-Riemann (note´e CR) continu entre deux varie´te´s
de Cauchy-Riemann analytiques re´elles (on s’inte´ressera uniquement a`
ce cas) se prolonge holomorphiquement au voisinage de la varie´te´ de
de´part. Les principaux re´sultats obtenus sont:
The´ore`me 1.1. Soit f : M → M ′ un home´omorphisme CR entre deux
varie´te´s polynoˆmialement rigides de Cn, minimales, sans courbe holo-
morphe. Alors f s’e´tend biholomorphiquement sur un voisinage de la
varie´te´ M s’il existe un point p0 ∈ M au voisinage duquel f s’e´tend
holomorphiquement.
The´ore`me 1.2. Soit f : M →M ′ un home´omorphisme CR, entre deux
hypersurfaces alge´briques re´elles de Cn ne contenant pas d’ensemble an-
alytique complexe non trivial, alors f se prolonge biholomorphiquement
sur un voisinage de l’hypersurface M .
Dans le cas hypersurface, ce proble`me est fortement lie´ au prolonge-
ment des applications holomorphes propres entre domaines a` bord analy-
tique re´el ([DF88], [BR88]). En eﬀet, si les applications sont continues
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jusqu’au bord du domaine, l’e´tude se rame`ne a` celle des applications
CR entre hypersurfaces re´elles analytiques. Inversement, une applica-
tion CR entre deux hypersurfaces CR minimales se prolonge holomor-
phiquement d’un cote´ de la varie´te´ ([Tum89a]), et le proble`me est alors
de montrer que cette extension est propre (localement). Cette situa-
tion a beaucoup e´te´ e´tudie´, notamment, pour ne citer que les re´sultats
re´cents, dans [BHR96] ou` il est demande´ que f soit un diﬀe´omorphisme
de classe C∞, et dans [CPS99] et [CPS00] avec f une application de
classe C∞. Sous la seule condition de continuite´ de f , Bell-Catlin [BC88]
puis Huang [Hua00] donnent une condition suﬃsante pour que l’exten-
sion unilate´rale de f soit propre quand les hypersurfaces sont pseudocon-
vexes. De meˆme, Pinchuk-Tsyganov [PT90] montrent que f se prolonge
holomorphiquement lorsque les hypersurfaces sont strictement pseudo-
convexes. Enﬁn, Huang [Hua96] obtient un re´sultat similaire sans con-
dition de pseudoconvexite´ mais valable dans C2 seulement.
En codimension supe´rieure, Baouendi-Jacobowitz-Tre`ves [BJT85]
ont montre´ que tout diﬀe´omorphisme CR de classe C∞ qui s’e´tend holo-
morphiquement a` un wedge d’edge M est analytique. En ce qui concerne
les quadriques (qui sont le bord de domaines de Siegel), l’extension de f
est obtenu par Tumanov-Henkin [TH83] avec une condition de stricte
pseudoconvexite´ des varie´te´s M et M ′, et par Tumanov [Tum89b],
Forstnericˇ [For92] et Soukhov [Suk94] avec des conditions de Levi
non-de´ge´ne´rescence. Dans ces articles, la structure ge´ome´trique des
quadriques est fortement utilise´e. Mais ensuite, avec peu de re´gularite´
sur f (home´omorphisme, ou de classe C1), on obtient une extension de f
(biholomorphe ou rationnelle). Enﬁn, dans l’article [For91], Forstnericˇ
montre que tout home´omorphisme CR local entre varie´te´s re´elles ana-
lytiques strictement pseudoconvexes et “over-extendable” (dont on don-
nera la de´ﬁnition a` la ﬁn de la section suivante) se prolonge en un bi-
holomorphisme local. On peut remarquer que dans tous ces articles, une
diminution de la re´gularite´ des applications est compense´e par de plus
fortes conditions sur les varie´te´s et inversement.
Nous travaillons ici avec des varie´te´s polynoˆmialement rigides, ce qui
ge´ne´ralise la notion de quadrique, et sans condition de pseudoconvexite´.
On demande peu de re´gularite´ a` l’application, mais en revanche, on
a besoin d’avoir de´ja` l’extension holomorphe de l’application au voisi-
nage d’un point p0. Un peu plus de re´gularite´ sur l’application as-
sure l’existence d’un point d’extension holomorphe, ce qui nous permet
d’e´noncer le re´sultat suivant:
Extension d’Home´omorphismes CR 329
Corollaire 1.3. Soit f : M →M ′ un home´omorphisme CR de classe C1
entre deux varie´te´s polynoˆmialement rigides de Cn, minimales, sans
courbe holomorphe. Alors f s’e´tend biholomorphiquement sur un voisi-
nage de la varie´te´ M .
Nous allons maintenant nous inte´resser a` quelques situations ou` la
condition d’extension holomorphe de f au voisinage d’un point de M est
ve´riﬁe´e sans avoir a` supposer f de classe C1.
On a vu pre´ce´demment que [For91] nous donnait une condition suﬀ-
isante pour que f s’e´tende biholomorphiquement au voisinage d’un
point p0, ce qui nous permet d’obtenir ensuite l’extension biholomorphe
de f au voisinage de tout point de M . Mais il n’est pas toujours possible
de trouver, sur une varie´te´ ve´riﬁant les hypothe`se du The´ore`me 1.1, des
point strictements pseudoconvexes contrairement au cas hypersurface.
Exemple 1.4. La varie´te´ M0 ⊂ C4  (x1 + iy1, x2 + iy2, w1, w2) de´ﬁnie
par: {
x1 = w1w¯1 − w2w¯2,
x2 = w21w¯
2
2 + w¯
2
1w
2
2,
(1)
ne posse`de aucun point strictement pseudoconvexe.
Mais si, pour cet exemple, [For91] ne nous permet pas d’obtenir un
point de prolongement holomorphe, on peut appliquer le The´ore`me 1.2
de Boggess-Polking [BP82] a` la varie´te´ M0 car l’enveloppe convexe de
l’image de sa forme de Levi est Rd tout entier en tout point tel que
w1w2 = 0.
Enﬁn, on a vu que l’on pouvait obtenir un re´sultat ge´ne´ral pour les
home´omorphismes CR entre hypersurfaces alge´briques re´elles. En ef-
fet, dans ce cas, on sait que si f se prolonge en tant que correspon-
dance au voisinage d’un point p, elle se prolonge holomorphiquement
au voisinage de ce point (cf. [DP98]). Or en codimension supe´rieure,
il n’existe pas de re´sultat e´quivalent. Ne´anmoins, si l’on conside`re M
et M ′ polynoˆmialement rigides, on a un bon controˆle de la ge´ome´trie de
ces varie´te´s ce qui nous permet d’obtenir ce re´sultat (cf. Proposition 8.1).
De plus, il est toujours possible de trouver un point de prolongement
holomorphe dans le cas hypersurface.
La de´monstration du The´ore`me 1.1, inspire´e d’un travail de Coupet-
Pinchuk [CP96], repose sur l’utilisation des varie´te´s de Segre introduites
par Segre [Seg31] et de´veloppe´es par Webster [Web77]. La de´ﬁnition
des varie´te´s de Segre et quelques-unes de leurs proprie´te´s e´le´mentaires
ainsi que la notion de correspondance holomorphe propre seront donne´es
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dans la Section 3. Les Sections 4 et 5 seront consacre´es a` l’extension de f
en tant qu’application alge´brique puis en tant que correspondance holo-
morphe propre. Le passage de l’extension en tant que correspondance
a` celle de l’extension holomorphe repose sur deux proprie´te´s impor-
tantes d’invariance dont la de´monstration, assez technique, sera re´alise´e
dans les Sections 6 et 7. Enﬁn, dans la Section 8, nous terminerons la
de´monstration du The´ore`me 1.1. en utilisant le The´ore`me des disques
de Benhke-Sommer.
2. De´ﬁnitions et notations
Une varie´te´ CR est dite minimale (au sens de Tumanov) si et seule-
ment si elle ne contient pas de sous-varie´te´ CR propre de meˆme di-
mension CR. Soit M ⊂ Cn une varie´te´ CR. On dira que M est de
type ﬁni en p ∈ M (au sens de Bloom-Graham) s’il existe N ∈ N
et X1, . . . , Xk ∈ Γ(M,T cM) tels que les Xi et leurs commutateurs
d’ordre infe´rieurs a` N engendrent TpM . Lorsque les varie´te´s sont re´elles
alge´briques, on montre, graˆce au The´ore`me de Nagano [Nag66], qu’il est
e´quivalent de dire qu’elles sont de type ﬁni (au sens de Bloom-Graham)
ou de dire qu’elles sont minimales au sens de Tumanov (cf. [BR90]).
On dit que f est un home´omorphisme CR entre les varie´te´ M et M ′
lorsque f est un home´omorphisme et f est CR. Lorsque M et M ′ sont des
hypersurfaces, Diederich-Pinchuk [DP93] montrent que f−1 est aussi
CR. Dans notre situation, on e´tablit un re´sultat similaire (cf. Proposi-
tion 4.3).
Soit p un point de Cn, on notera par Up un voisinage ouvert connexe
de p dans Cn. Lorsque nous travaillerons avec des applications entre
varie´te´s alge´briques re´elles, tout objet de l’espace d’arrive´e sera note´
avec un ′.
On notera les points t ∈ Cn par t = (z, w), ou` z ∈ Cm et w ∈ Cd avec
m+d = n. Soit M une varie´te´ CR, elle sera dite polynoˆmialement rigide
si elle est de´ﬁnie par:
M = {(z, w) ∈ Cn : Rew + ρ(z) = 0},(2)
avec ρ une application polynoˆmiale re´elle de la forme:
ρ(z) = (ρ1(z), . . . , ρd(z)) =
∑
j,k
a1jkz
jzk, . . . ,
∑
j,k
adjkz
jzk
 ,(3)
ou` j = (j1, . . . , jm), k = (k1, . . . , km) sont des multi-indices et ajk = akj
pour tout k, j (pour que ρ(z) soit re´elle). D’apre`s la de´ﬁnition, il est
clair que M est une varie´te´ CR ge´ne´rique de dimension complexe m.
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Remarque 2.1. Pour tout point p ∈M , il existe un changement de vari-
ables polynoˆmial biholomorphe tel que la varie´te´ M soit de´ﬁnie au voisi-
nage de p par des e´quations de la forme (2) avec ρ(p) = 0 et dρ(p) = 0.
Soit Γ ⊂ Rd un coˆne ouvert connexe de sommet 0 et Up ⊂ Cn un
voisinage ouvert de p ∈M sur lequel M est de´ﬁnie par des e´quations de
la forme (2) avec ρ(p) = 0 et dρ(p) = 0. Nous notons alors W (Γ, Up) le
wedge d’edge M de´ﬁni par
W (Γ, Up) = {(z, w) ∈ Up/Rew + ρ(z) ∈ Γ}.
La condition d’“over-extendability” concerne l’extension des fonc-
tions CR sur M . Soit p ∈M , on demande que toute fonction CR sur M
au voisinage de p s’e´tende pre`s de p a` un wedge W (Γ, Up) d’edge M tel
que le coˆne Γ de´terminant le wedge W (Γ, Up) soit strictement plus grand
que le coˆne de Levi de M en p (voir [For91]).
3. Varie´te´s de Segre, correspondances holomorphes
propres
Dans un premier temps, nous allons introduire la notion de varie´te´
de Segre. Soit M une varie´te´ polynoˆmialement rigide de la forme (2),
comme Rew + ρ(z) est une application alge´brique re´elle, on peut con-
side´rer sa complexiﬁcation w+ξ2 + ρ(z, ζ), de´ﬁnie sur C
n × Cn, qui est
holomorphe en t = (z, w) et antiholomorphe en τ = (ζ, ξ). Soit τ =
(ζ, ξ) ∈ Cn, on appelle alors la varie´te´ alge´brique complexe ferme´e de
dimension m de´ﬁnie par:
Qτ = {(z, w) ∈ Cn : w + ξ + 2ρ(z, ζ) = 0},
la varie´te´ de Segre de M en τ . Cette varie´te´ de Segre est un graphe
au dessus de Cnz . En eﬀet, Qτ = {(z, w) ∈ Cn/z ∈ Cm, w = −ξ −
2ρ(z, ζ)} = {(z, στ (z))/z ∈ Cm} ou` στ (z) = −ξ − 2ρ(z, ζ).
On appelle syme´trique de τ = (ζ, ξ), l’unique point note´ sτ de la
forme (ζ, στ (ζ)) tel que sτ ∈ Qτ .
Pour τ ∈ Cn on de´ﬁnit l’ensemble analytique Aτ par:
Aτ = {t ∈ Cn : Qt = Qτ}.
Nous allons e´noncer un certain nombre de proprie´te´s e´le´mentaires des
varie´te´s de Segre qui nous seront utiles par la suite (cf. [DF88], [DP95]).
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Proprie´te´s 3.1. Pour tout t, τ ∈ Cn on a:
1. t ∈ Qτ ⇐⇒ τ ∈ Qt.
2. t ∈ Qt ⇐⇒ t ∈M .
3. τ ∈ Aτ .
4. Si τ ∈M , Aτ est une sous-varie´te´ complexe de M .
On dit que M est essentiellement ﬁni en τ si Aτ = {τ} dans un
voisinage de τ . Donc, si M est suppose´e sans courbe holomorphe en τ ,
on de´duit du quatrie`me point de la Proprie´te´ 3.1 pre´ce´dente que M est
alors essentiellement ﬁni en τ .
La proprie´te´ suivante est la proprie´te´ d’invariance des varie´te´s de
Segre. De nombreux re´sultats d’extension reposent sur cette proprie´te´
d’invariance.
Proprie´te´ 3.2. Soit M , M ′ deux varie´te´s re´elles alge´briques de Cn et
soit f : Up → U ′p′ une application holomorphe entre deux voisinages ou-
verts d’un point p ∈ M et d’un point p′ ∈ M ′ avec p′ = f(p) telle
que f(M ∩ Up) ⊂ M ′ ∩ U ′p′ alors, pour tout t ∈ M ∩ Up il existe un
voisinage Ut ⊂ Up tel que pour tout τ ∈ Ut,
f(Qτ ∩ Ut) ⊂ Q′f(τ).
Proprie´te´ 3.3. Soit M une varie´te´ polynoˆmialement rigide de la for-
me (2) alors pour tout coˆne Γ ∈ Rd et pour tout τ ∈ W (Γ,Cn), sτ ∈
W (−Γ,Cn).
Preuve des proprie´te´s pre´ce´dentes: Les premie`res proprie´te´s re´sultent de
l’identite´ ρ(z, w¯) = ρ(w, z¯).
La Proprie´te´ 3.2 est une conse´quence de la relation f(M ∩ Up) ⊂
M ′∩U ′p′ qui se traduit par ∀ t ∈M ∩Up, ρ(t, t¯) = 0 ⇒ ρ′(f(t), f(t)) = 0,
et du lemme de division des fonctions analytiques re´elles.
Montrons la Proprie´te´ 3.3. Soit Γ un coˆne de Rd et τ = (ζ, ξ) ∈
W (Γ,Cn). Cela signiﬁe que Re ξ + ρ(ζ) ∈ Γ. On veut alors montrer que
sτ ∈ W (−Γ,Cn). Or Qτ = {(z, w) ∈ Cn : w + ξ + 2ρ(z, ζ) = 0} donc
sτ = (ζ,−2ρ(ζ, ζ)− ξ). Et
Re(−2ρ(ζ, ζ)− ξ) + ρ(ζ) = −2ρ(ζ)− Re ξ + ρ(ζ),
= −(Re ξ + ρ(ζ)),
∈ −Γ,
ce qui termine la preuve de la dernie`re proprie´te´.
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Proposition 3.4. Soit M une varie´te´ polynoˆmialement rigide de la for-
me (2), p ∈ M et Γ un coˆne de Rd; Alors il existe un voisinage Up et
un point τ ∈ W (−Γ, Up) tel que pour tout t dans un voisinage de τ ,
Qt ∩W (Γ, Up) soit connexe.
Preuve de la Proposition 3.4: Soit p ∈ M et Up = Up,z × Up,w un voisi-
nage ouvert sur lequel M est de´ﬁnie par des e´quations de la forme (2)
avec ρ(p) = 0 et dρ(p) = 0. On peut aussi travailler, sans perdre de
ge´ne´ralite´, avec le coˆne Γ = (R+)d. Soit τ = (ζ, ξ) ∈ W (−Γ, Up), regar-
dons l’ensemble
Uτ = {z ∈ Up,z : (z, στ (z)) ∈W (Γ,Cn)},
ou` στ (z) = −(ξ + 2ρ(z, ζ)). Regardons comment varie Uτ lorsque τ se
prome`ne dans une direction normale a` M inte´rieure au coˆne Γ, c’est a`
dire lorsque τ est de la forme τ = λu = (0, λ) avec u = (0m, 1d) et λ > 0.
On a
∂σλ(z)
∂λ
= −1 ∈ Rd.
Ceci entraˆıne que si λ′ > λ, c’est a` dire lorsque l’on s’e´loigne de M
suivant la normale u alors U(0,λ) ⊂ U(0,λ′), et la proposition de´coule de
cette relation.
Soit p ∈M et Up un voisinage de p, notons S = S(Up) l’ensemble des
varie´te´s de Segre {Qτ : τ ∈ Up} et λ l’application de Segre (cf. [DW80],
[DF88], [DFY94] et [DP95]) de´ﬁnie par:
λ : Up −→ S
τ −→ Qτ .
On peut de´ﬁnir une structure de varie´te´ analytique complexe de di-
mension ﬁnie sur S telle que l’application λ soit un reveˆtement ramiﬁe´
ﬁni antiholomorphe. En eﬀet, l’e´quation w+ ξ + 2ρ(z, ζ) = 0 qui de´ﬁnie
Qτ est e´quivalente a`
w = −ξ +
∑
bk(ζ)zk,(4)
ou` la somme du terme de droite est ﬁnie et les bk sont des polynoˆmes.
Les coeﬃcients bk(ζ) et ξ peuvent eˆtre conside´re´s comme les coordonne´es
de Qτ dans un certain CN .
Nous allons maintenant introduire la notion de correspondance holo-
morphe propre ainsi que celle d’extension d’application en une corre-
spondance holomorphe propre.
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De´ﬁnition 3.5. Une correspondance holomorphe propre est un ensem-
ble analytique complexe ferme´ F ⊂ U×U ′, de dimension n, avec U et U ′
deux ouverts de Cn, et avec la proprie´te´ que la projection π : F → U est
propre. La correspondance F est dite irre´ductible si F est irre´ductible
en tant qu’ensemble analytique.
De´ﬁnition 3.6. Soit D,D′ ⊂ Cn deux domaines de Cn, f une appli-
cation holomorphe de D sur D′ et p ∈ ∂D. On dit que f s’e´tend en
une correspondance holomorphe propre a` un voisinage Up de p s’il existe
un voisinage ouvert U ′ ∈ Cn et une correspondance holomorphe propre
irre´ductible F ⊂ Up ×U ′, telle que Γf ∩ {(D ∩U)×D′} ⊂ F , ou` Γf est
le graphe de f .
Une correspondance F associe a` tout point p ∈ U un nombre ﬁni
d’images, qui sont l’ensemble des points F̂ (z) = π′(π−1(p)) ⊂ U ′, ou` π′
est la projection de F sur U ′. Le nombre de ces images, compte´ avec
multiplicite´, est e´gal au nombre k de feuillets du reveˆtement ramiﬁe´
π : F → U . On note E le lieu de branchement de F c’est a` dire l’ensemble
analytique complexe de dimension n− 1 forme´ des points de U tels que
π|π−1(U\E) soit une application localement biholomorphe.
4. Alge´bricite´ et re´sultats pre´liminaires
Revenons maintenant a` la de´monstration du The´ore`me 1.1. On veut
montrer que les applications f et f−1 s’e´tendent alge´briquement a` tout
C
n.
On rappelle qu’une application f s’e´tend en une application alge´brique
complexe si le graphe de f est une partie d’un ensemble alge´brique com-
plexe de dimension n. C’est a` dire s’il existe un ensemble alge´brique com-
plexe F ⊂ Cn×Cn de dimension n tel que Γf ⊂ F ou` Γf est le graphe de
f . Si F est un ensemble alge´brique complexe de Cn ×Cn, on note F−1,
l’ensemble alge´brique complexe F−1 = {(t′, t) ∈ Cn × Cn : (t, t′) ∈ F}.
Proposition 4.1. Sous les hypothe`ses du The´ore`me 1.1, f et f−1 s’e´ten-
dent en des applications alge´briques complexes. De plus les graphes F
et G de ces extensions sont tels que G = F−1.
L’hypothe`se que M et M ′ soient des varie´te´s polynoˆmialement rigides
n’est pas ne´cessaire ici, il suﬃt de supposer que les varie´te´s soient re´elles
alge´briques.
Preuve de la Proposition 4.1: Dans un premier temps, nous allons mon-
trer qu’il existe un point p proche de p0 au voisinage duquel f se pro-
longe biholomorphiquement. Notons Up0 un voisinage de p0 sur lequel
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f se prolonge holomorphiquement. Soit N ≤ n le rang maximal de
la matrice jacobienne de f sur Up0 . L’ensemble J0 = {t ∈ Up0 :
le rang de la matrice jacobienne de f en t est infe´rieur a` N} est un en-
semble analytique de Up0 de dimension strictement infe´rieure a` n. Donc
M ∩ Up0 ⊂ J0 car M est ge´ne´rique. Soit p ∈ (M ∩ Up0)\J0 et Up un
voisinage de p tel que Up ∩ J0 = ∅. Alors f(Up) est un ensemble analy-
tique de dimension N par le the´ore`me du rang constant et comme f est
un home´omorphisme de M sur M ′, il existe un voisinage Uf(p) ⊂ Cn de
f(p) tel que (M ′∩Uf(p)) ⊂ (M ′∩f(Up)) ⊂ f(Up). Or M ′ est ge´ne´rique,
il est donc ne´cessaire que N = n, donc J0 = {t ∈ Up : Jac(f)(t) = 0}
et f est un biholomorphisme au voisinage de p.
Pour prouver l’alge´bricite´ de f , il suﬃt maintenant d’appliquer le
The´ore`me de Baouendi-Ebenfelt-Rothschild [BER96] suivant au voisi-
nage du point p ∈M ou` f s’e´tend biholomorphiquement:
The´ore`me (Baouendi-Ebenfelt-Rothschild [BER96]). Soit M,M ′∈Cn
deux varie´te´s ge´ne´riques alge´briques re´elles. Supposons que M soit de
type ﬁni, holomorphiquement non-de´ge´ne´re´e. Si f est un biholomor-
phisme de´ﬁni dans un voisinage de M , envoyant M sur M ′, alors f est
alge´brique.
Remarque 4.2. Une varie´te´ M est dite holomorphiquement non-de´ge´ne´-
re´e en p si il n’existe pas de germe de champ de vecteurs holomorphe,
avec coeﬃcients holomorphe, tangent a` M au voisinage de p, mais non
identiquement nul sur M . Dans [BER96], il est montre´ que si M est
essentiellement ﬁni en un point p, alors M est holomorphiquement non-
de´ge´ne´re´e en tout point de M .
On note F l’ensemble alge´brique complexe irre´ductible de dimension
complexe n de Cn×Cn tel que Γf|Up ⊂ F ou` Up est un voisinage ouvert
de p sur lequel f se prolonge biholomorphiquement. On a alors que
Γf|M ⊂ F et donc que F est un prolongement alge´brique de f car f est
une application CR. On note E le lieu de branchement de F .
Pour f−1, on applique le The´ore`me de Baouendi-Ebenfelt-Roths-
child [BER96] a` (f−1)|f(Up). On note ensuite G l’ensemble alge´brique
complexe irre´ductible de dimension complexe n de Cn × Cn tel que
Γ(f−1)|f(Up) ⊂ G. Mais on ne sait pas encore si G est un prolongement
alge´brique de f−1.
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Il nous reste donc a` montrer que F−1 = G et que Γ(f−1)|M′ ⊂ G pour
prouver la Proposition 4.1. Or on peut voir que:{
Γf|Up ⊂ F donc que (Γf|Up )−1 ⊂ F−1,
Γ(f−1)|f(Up) = Γ(f|Up )−1 = (Γf|Up )
−1 ⊂ G.
Donc F−1 et G co¨ıncident sur l’ouvert Up × U ′p′ de Cn × Cn ce qui
implique que G = F−1 car ce sont deux ensembles alge´briques complexes
irre´ductibles.
Enﬁn, comme Γ(f−1)|M′ = (Γf|M )
−1 et que Γf|M ⊂ F , on en de´duit
que Γ(f−1)|M′ ⊂ G. Donc G est bien un prolongement alge´brique de
f−1.
Apre`s avoir prolonger f alge´briquement, on peut de´ja` prolonger f
holomorphiquement au voisinage d’un certain nombre de points de M .
Si p ∈ M n’appartient pas au lieu de branchement E de F , on peut
prolonger f holomorphiquement au voisinage de p. En eﬀet, soit Up
un voisinage de p tel que Up ∩ E = ∅ et regardons la composante
irre´ductible de F ∩ (Up × Cn). C’est une varie´te´ alge´brique complexe
qui est le graphe de l’extension holomorphe de f sur Up. De plus
E est un ensemble analytique donc M ⊂ E car M est ge´ne´rique et
dimR(M ∩ E) = dimRM − 2 car M est minimale. Donc pour tout
point p ∈ M , il existe un point q ∈ M proche de p au voisinage duquel
f se prolonge holomorphiquement.
La ﬁn de la de´monstration pre´ce´dente nous permet de prouver le
re´sultat suivant:
Proposition 4.3. Sous les hypothe`ses du The´ore`me 1.1, l’applica-
tion f−1 est CR.
Preuve de la Proposition 4.3: Le fait que Γf−1 ⊂ G = F−1 montre tout
d’abord que f−1 est CR sur M ′\E′, ou` E′ est le lieu de branchement
de F−1. En eﬀet, on vient de voir que sur cet ensemble f−1 est la trace
sur M ′ d’une application holomorphe.
Enﬁn, comme M ′ est ge´ne´rique et minimale, on peut montrer que
dimR(M ′∩E′) = dimRM ′−2. On en de´duit donc, graˆce a` un The´ore`me
de Harvey-Polking [HP70], que f−1 est CR sur M ′.
Dans le cas ou` p ∈ E, on ne sait pas encore si f s’e´tend holomor-
phiquement sur un voisinage de p tout entier, mais on sait qu’en meˆme
que f s’e´tend holomorphiquement sur un wedge d’edge M car M est
minimale en p (cf. Tumanov [Tum89a]). On va alors s’inte´resser a` la
nature de cette extension.
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Pour cela, on va utiliser un Lemme de Chirka-Rea ([CR94, Lemme 2,
p. 426]). Soit p ∈M et Up∩M un voisinage de p sur M tel que le The´o-
re`me d’approximation de Baouendi-Tre`ves [BT81] puisse s’appliquer a`
Up∩M et a` f(Up∩M) (i.e. les fonctions CR de classe C0 sur M (resp. M ′)
sont limites uniformes de polynoˆmes sur Up ∩M (resp. f(Up ∩M))).
Conside´rons (Up∩M)∼ l’enveloppe forme´e par les disques analytiques ϕ
attache´s a` Up ∩M . On rappelle qu’un disque analytique ϕ attache´ a`
Up ∩M est une application ϕ : D → Cn qui est continue sur D et holo-
morphe sur D telle que ϕ(∂D) ⊂ Up ∩M ou` D est le disque unite´ de C
et ∂D est le bord du disque D. (Up ∩M)∼ est donc l’ensemble:
(Up ∩M)∼ = {z ∈ Up : ∃ϕ et γ ∈ D tel que ϕ(γ) = z}.
De la meˆme fac¸on on de´ﬁnit (f(Up ∩M))∼ l’enveloppe forme´e par les
disques analytiques attache´s a` l’ouvert f(Up ∩M) ⊂M ′.
Lemme 4.4 ([CR94]). Sous les hypothe`ses du The´ore`me 1.1, il existe
un biholomorphisme f˜ : int((Up∩M)∼) → int((f(Up∩M)∼) qui prolonge
continuˆment f : Up ∩M → f(Up ∩M).
Preuve du Lemme 4.4: D’apre`s la construction de (Up ∩ M)∼, on ob-
tient graˆce au principe du maximum et au The´ore`me d’approximation
de Baouendi-Tre`ves, une extension f˜ de f a` (Up ∩M)∼ telle que:
f˜ : (Up ∩M)∼ → Cn soit continue et f˜ : int((Up ∩M)∼) → Cn soit
holomorphe. De meˆme, on construit une extension g˜ : (f(Up ∩M))∼ →
C
n de f−1.
Montrons maintenant que f˜ ◦ g˜ ≡ Id et que g˜ ◦ f˜ ≡ Id. Pour cela, il
faut d’abord ve´riﬁer que f˜ ◦ g˜ et g˜ ◦ f˜ soient bien de´ﬁnies. Soit ϕ un
disque analytique attache´ a` Up ∩M , on peut alors regarder (f˜ ◦ϕ)(∂D)
et on a (f˜ ◦ϕ)(∂D) ⊂M ′. Donc (f˜ ◦ϕ) est un disque analytique attache´
a` f(Up ∩M) et (f˜ ◦ ϕ)(D) ⊂ (f(Up ∩M))∼. On en de´duit alors que
g˜ ◦ f˜ est bien de´ﬁnie car on a f˜((Up ∩M)∼) ⊂ (f(Up ∩M))∼. De plus,
(g˜(f˜ ◦ ϕ))(∂D) = ϕ(∂D) c’est a` dire que f˜(f˜ ◦ ϕ) et ϕ co¨ıncident sur le
bord ∂D de D donc sur D. Donc g˜ ◦ f˜ = Id sur ϕ(D) pour tout ϕ, par
conse´quent g˜ ◦ f˜ = Id sur (Up ∩M)∼. De la meˆme fac¸on, on obtient que
f˜ ◦ g˜ = Id sur (f(Up ∩M))∼. On a donc obtenu le re´sultat suivant:
Il existe une application biholomorphe f˜ : int((Up∩M)∼→ int((f(Up∩
M)∼) qui prolonge continuˆment f .
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Or d’apre`s le The´ore`me de Tumanov [Tum89a], on sait qu’il existe
un wedge que l’on notera Wp tel que Wp ⊂ int((Up ∩M)∼) et un wedge
W ′f(p) ⊂ int((f(Up ∩M))∼.
Remarque 4.5. Donc f˜ : Wp → Cn est un biholomorphisme sur son im-
age (de meˆme pour g˜).
L’extension f˜ de f obtenue pre´ce´demment sera maintenant encore
note´ f , de meˆme, l’extension g˜ de f−1 sera note´ f−1.
5. Extension en tant que correspondance holomorphe
propre
Dans cette section, on va montrer que l’extension F pre´ce´dente est en
fait localement (apre`s re´duction) une correspondance holomorphe pro-
pre, mais on veut aussi que F−1 soit localement (apre`s re´duction) une
correspondance holomorphe propre.
Proposition 5.1. Soit f un home´omorphisme CR, entre deux varie´te´s
polynoˆmialement rigides, de type ﬁni, qui s’e´tend en une application
alge´brique complexe, alors f se prolonge localement en une correspon-
dance holomorphe propre F2.
Plus pre´cise´ment, cela signiﬁe que pour tout point p ∈M , il existe un
voisinage Up de p tel que f se prolonge en une correspondance holomor-
phe propre sur Up.
Si p ∈ E, c’est e´vident car f s’e´tend holomorphiquement au voisinage
de p.
Soit p ∈M∩E, Up un voisinage ouvert de p et U ′p′ un voisinage ouvert
de p′ = f(p). On regarde la composante irre´ductible F1 de F ∩(Up×Cn)
telle que (p, p′ = f(p)) ∈ F1 et Γf ∩ (Up ×Cn) ⊂ F1. On appelle ensuite
F2, la composante irre´ductible de F1 ∩ (Up × U ′p′) telle que (p, p′) ∈ F2
et Γf ∩ (Up × U ′p′) ⊂ F2. On veut montrer que π−12 (p) est discret ou`
π2 : F2 → Up. En eﬀet, si π−12 (p) est discret, la projection π2 : F2 → Up
sera localement propre en (p, p′) donc il existera deux autres voisinages
encore appele´ Up et U ′p′ tels que π

2 : F

2 → Up soit propre avec F 2
construit comme F2 (avec les nouveaux voisinages Up et U ′p′). On va en
fait de´montrer que:
Lemme 5.2. L’ensemble π−11 (p) est discret (ou` π1 : F1 → Up).
Ce lemme nous donne bien le re´sultat voulu i.e. π−12 (p) est discret.
Pour montrer ce re´sultat, on va introduire l’ensemble
F1 = F1 ∩ (sWp × Cn),
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ou` sWp est le wedge syme´trique de Wp. Si Wp est de´ﬁni par Wp =
W (Γ, Up), sWp est de´ﬁni par sWp = W (−Γ, Up). Dans un premier
temps, on va montrer que l’ensemble alge´brique F1 est irre´ductible.
Lemme 5.3. L’ensemble alge´brique F1 est irre´ductible.
Preuve du Lemme 5.3: Comme F1 est un ensemble alge´brique, on peut,
quitte a` modiﬁer le syste`me de coordonne´s dans Cnt′ , le contenir dans un
ensemble alge´brique de´ﬁni par un syste`me d’e´quations de la forme:
ak0(t)t′mk + · · ·+ akm(t) = 0,
ou` les coeﬃcients akj sont des polynoˆmes complexes. On utilise alors
le The´ore`me de Tumanov [Tum89a] puis le the´ore`me de l’edge of the
wedge pour prolonger les applications akj a` un voisinage de p tout entier.
Donc si F1 est re´ductible, F1 le serait aussi. Or par de´ﬁnition F1 est
irre´ductible d’ou` le re´sultat.
Preuve de la Proposition 5.1: La de´monstration de cette proposition va
se re´duire a` la de´monstration du Lemme 5.2.
On va d’abord montrer que:
f(Qt ∩Wp) ⊂ Q′t′ ∀ (t, t′) ∈ F1 .(5)
On sait qu’il existe un point q ∈M proche de p au voisinage Vq duquel
l’application f se prolonge holomorphiquement (on appellera encore f
cette extension). D’apre`s la proprie´te´ d’invariance des varie´te´s de Segre
par une application holomorphe, on a:
f(stQt) ⊂ Q′f(t) ∀ t ∈ sWq.(6)
Pour t ∈ sWq on a bien que st ∈ Wq d’apre`s la Proprie´te´ 3.3 et sτQτ
de´signe la composante connexe de Qτ contenant sτ .
Posons maintenant
K1 = {(t, t′) ∈ sWp × Cn : f(stQt) ⊂ Q′t′}.
C’est un ensemble analytique de Cn de dimension n− 1 et pour tout
point τ ∈ sWq, (τ, f(τ)) ∈ K1. Soit τ ∈ sWq, il existe donc un voisinage
ouvert V1 de (τ, f(τ)) dans Cn × Cn tel que F1 ∩ V1 ⊂ K1, or F1 est
irre´ductible, on peut donc en de´duire que F1 ⊂ K1, c’est a` dire que
f(stQt) ⊂ Q′t′ ∀ (t, t′) ∈ F1 .
De plus, d’apre`s la Proposition 3.4, on sait qu’il existe un point t ∈M
au voisinage duquelQτ∩Wp soit connexe. Il existe donc un point t ∈ sWp
(t n’e´tant pas un point de branchement de F1 ), un point t
′ ∈ Cn et un
voisinage V2 de (t, t′) ∈ F1 dans Cn × Cn tel que ∀ (τ, τ ′) ∈ F1 ∩ V2,
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Qτ ∩Wp soit connexe. Comme f est une application holomorphe propre
(d’apre`s la Remarque 4.5), on en de´duit que
f(Qτ ∩Wp) ⊂ Q′τ ′ ∀ (τ, τ ′) ∈ F1 ∩ V2.
Conside´rons alors
K2 = {(τ, τ ′) ∈ sWp × Cn : f(Qτ ∩Wp) ⊂ Q′τ ′}.
C’est un ensemble irre´ductible de dimension n− 1. Et de la meˆme fac¸on
que pre´ce´demment, on montre que F1 ⊂ K2. on a donc bien montre´ (5).
Regardons maintenant un couple ((τ, τ ′1), (τ, τ ′2)) ∈ F1 , il est clair
que Q′τ ′1 = Q
′
τ ′2 d’apre`s (5). Or F1 est irre´ductible, donc par prolonge-
ment analytique, on obtient que la relation pre´ce´dente reste vraie pour
tout couple ((τ, τ ′1), (τ, τ ′2)) ∈ F1 ce qui donne la proprie´te´ suivante:
Proprie´te´ 5.4. Pour tout couple ((τ, τ ′1), (τ, τ ′2)) ∈ F1, on a Q′τ ′1 =
Q′τ ′2 .
Preuve de la Proprie´te´ 5.4: Conside´rons l’ensemble
F = {τ ∈ Up\π1(E1) : ∃Vτ tel que ∀u ∈ Vτ , ∀u′1, u′2 ∈ Cn
tels que (u, u′i) ∈ F1 alors Qu′1 = Qu′2}.
Il est clair que F est ouvert et non vide, et comme F1 est connexe, il
suﬃt de montrer que F est ferme´ pour prouver que F = Up\π1(E1). Soit
(τj)j une suite dans F qui tend vers τ ∈ Up\π1(E1) et Vτ un voisinage
de τ tel que Vτ ∩π1(E1) = ∅. Supposons qu’il y ait µ ﬁbres au dessus de
Vτ note´es E1,k, 1 ≤ k ≤ µ. Notons V ′kτ = π′1(E1,k) et π1,k la restriction
de π1 a` E1,k. Regardons alors
π′1 ◦ π−11,k : Vτ −→ V ′kτ .(7)
C’est un biholomorphisme. Il faut donc montrer que pour tout couple
k, l ∈ {1, . . . , µ} on ait
ϕ ◦ π′1 ◦ π−11,k(u) = ϕ ◦ π′1 ◦ π−11,l (u) pour tout u ∈ Vτ .(8)
Or il existe k ∈ N tel que τk ∈ Vτ donc il existe un voisinage Vτk de τk
sur lequel l’e´galite´ (8) est ve´riﬁe´e car τk ∈ F , ce qui prouve bien (8). On
obtient enﬁn la Proprie´te´ 5.4 par continuite´.
Or cette proprie´te´ est aussi valable pour τ = p. Et comme M ′ est
essentiellement ﬁnie (car M ′ est sans courbe holomorphe), on sait qu’il
n’existe qu’un nombre ﬁni de points τ ′ au voisinage de f(p) ayant la
meˆme varie´te´ de Segre, ce qui termine la de´monstration du Lemme 5.2
et de ce fait de la Proposition 5.1.
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On peut aussi appliquer cette proposition a` F−1 et f−1 ce qui per-
met de montrer que f−1 se prolonge aussi localement en une correspon-
dance holomorphe propre F−12 . Pour terminer, on peut remarquer que
la Proprie´te´ 3.3 et la Proposition 3.4 se ge´ne´ralisent pour des varie´te´s
alge´briques re´elles moyennant un controˆle des wedges. On peut donc
ge´ne´raliser la Proposition 5.1 a` des varie´te´s alge´briques re´elles.
6. Invariance des varie´te´s de Segre
Le but de cette section, est de montrer que les varie´te´s de Segre sont
invariantes par F̂2 et F̂2
−1
. On rappelle que F̂2 = π′2 ◦ π−12 .
Proposition 6.1. Soit p ∈ M et f : M ∩ Up → M ′ ∩ U ′p′ un home´om-
orphisme CR local, entre deux varie´te´s polynoˆmialement rigides, de type
ﬁni, qui s’e´tend en une correspondance holomorphe propre F2, alors les
varie´te´s de Segre sont invariantes par F̂2 c’est a` dire
F̂2(Qt) ⊂ Q′
F̂2(t)
∀ t ∈ Up.
Preuve de la Proposition 6.1: Si p ∈ E, c’est e´vident d’apre`s la proprie´te´
d’invariance des varie´te´s de Segre.
Soit p ∈ M ∩ E. On regarde le The´ore`me 4.1 de Diederich-Pin-
chuk [DP95] et on essaye de faire marcher la de´monstration dans notre
situation. L’e´quation (5) et la Proprie´te´ 5.4 de la Section 5 nous donnent
de´ja` les deux premiers points de cette de´monstration. Il nous reste donc
a` ve´riﬁer le troisie`me point. Rappelons que F̂2 est l’application F̂2 =
π′2◦π−12 et e´crivons F̂2 sous la forme F̂2 = {f1, . . . , fs} ou` les f j sont des
applications continues, holomorphes par morceaux (cf. [DP95]). Posons
t′j = f j(t), on veut alors montrer que:
∀ k, j ∈ {1, . . . , s}, fk(Qt) ⊂ Q′t′
j
.(9)
Pour cela, on a besoin de quelques re´sultats pre´liminaires. Soit
E = {t ∈ Up : Qt ∈ E2}.
On montre alors que:
Lemme 6.2. Le lieu de branchement E2 de F2 ainsi que l’ensemble E
sont des ensembles alge´briques complexes. De plus, la dimension com-
plexe de E est strictement infe´rieure a` n.
Preuve du Lemme 6.2: Comme F2 est un ensemble alge´brique, il existe
un polynoˆme Q(t, t′) = ak0(t)t′mk + · · ·+akm(t) = 0 tel que F ⊂ {(t, t′) ∈
Up×U ′p′/Q(t, t′) = 0}. Le lieu de branchement E2 de F2 est alors inclus
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dans l’ensemble des points t ∈ Up tel qu’il existe t′ ∈ Up′ avec Q(t, t′) = 0
et ∂Q∂t′ (t, t
′) = 0 donc
E2 ⊂ {t ∈ Up : DQ(t) = 0},
ou` DQ(t) est le discriminant de Q en t, DQ(t) est un polynoˆme et par
conse´quent E2 est un ensemble alge´brique.
Soit τ ∈ Up, Qτ = {(z, στ (z))/z ∈ Cn} ou` στ (z) = −ξ − 2ρ(z, ζ).
Notons ψτ (z) = (z, στ (z)). Alors
E = {τ/DQ(ψ(k)τ (z)) = 0∀ k ∈ N tel que |k| < N},
pour N assez grand. C’est donc bien un ensemble alge´brique. Pour
montrer que la dimension de E est strictement infe´rieure a` n, il suﬃt
de trouver un point τ de Up n’appartenant pas a` E . Soit t ∈ M ∩ Up,
on sait, d’apre`s Baouendi-Ebenfelt-Rothschild [BER96], que la re´union
des varie´te´s de Segre de M forme un voisinage de t car M est minimale
en t. Or dimE2 < n donc il existe ne´cessairement un point τ ∈ Up tel
que Qτ ⊂ E2, et τ ∈ E .
Revenons maintenant a` la de´monstration de notre proposition. Con-
side´rons d’abord le cas ou` t ∈ sWp\E . Soit τ ∈ Wp ∩ Qt et j, k ∈
{1, . . . , s}, on sait d’apre`s (5) que f(τ) ∈ Q′t′j , donc t′j ∈ Qf(τ). Or
d’apre`s la Proprie´te´ 5.4 de la section pre´ce´dente, Qf(τ) = Qfk(τ) donc
t′j ∈ Qfk(τ) et fk(τ) ∈ Q′t′j . On en de´duit donc que fk(Qt∩Wp) ⊂ Q′t′j .
On va ensuite montrer par prolongement analytique que fk(Qt) ⊂ Q′t′j .
Notons Q0t = Qt\E2 et posons
Q0t = {τ ∈ Q0t : ∃Vτ ∈ V (τ) tel que fk(Vτ ∩Q0t ) ⊂ Q′t′
j
}.
L’ensemble Q0t est bien un ouvert dans Q
0
t et il est non vide. Il suﬃt donc
de montrer que Q0t est ferme´ pour montrer que Q
0
t = Q
0
t . Conside´rons
une suite (τl)l de Q0t qui converge vers τ ∈ Q0t . Comme τ ∈ Q0t , il
existe un voisinage Vτ de τ sur lequel dfk = 0. Donc, quitte a` re´duire
Vτ , l’application fk : Vτ → f(Vτ ) est propre. Or, pour l assez grand,
il existe τl ∈ Vτ et un voisinage Vτl ⊂ Vτ tels que fk(Vτl ∩ Q0t ) ⊂ Q′t′
j
donc par prolongement analytique on a fk(Vτ ∩ Q0t ) ⊂ Q′t′
j
et Q0t est
bien ferme´. Donc Q0t = Q
0
t car Q
0
t est connexe. Enﬁn, par continuite´, on
obtient que fk(Qt) ⊂ Q′t′j pour tout t ∈ sWp\E car E2 est petit dans Qt.
Montrons maintenant que cette relation reste vraie pour tout t ∈ Up.
Soit
P = {τ ∈ Up\E : ∃Vτ ∈ V (τ) tel que ∀ t ∈ Vτ , ∀ k, j fk(Qt) ⊂ Q′t′j}.
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C’est un ensemble ouvert non vide. Montrons qu’il est aussi ferme´.
Conside´rons (τl)l une suite de P qui converge vers τ ∈ Up\E . Soit Vτ
un voisinage de τ tel que Vτ ∩ E = ∅. Pour l assez grand, τl ∈ Vτ et il
existe un voisinage Vτl ∈ Vτ sur lequel fk(Qt) ⊂ Q′t′j pour tout k, j ∈
{1, . . . , s}. On obtient par prolongement analytique puis par continuite´
que fk(Qt) ⊂ Q′t′j pour tout k, j ∈ {1, . . . , s} et pour tout t ∈ Vτ . Donc
P = Up ∩ E et par continuite´ on a que pour tout t ∈ Up et pour tout
k, j ∈ {1, . . . , s}, fk(Qt) ⊂ Q′t′j . Ce qui termine la de´monstration de la
proposition.
Pour montrer l’invariance des varie´te´s de Segre par F̂−12 , il suﬃt
d’appliquer la proposition a` f−1 et F−12 .
7. w-invariance du lieu de branchement
On de´montre ici que si M et M ′ sont des varie´te´s polynoˆmialement
rigides, de type ﬁni, et f : M → M ′ est un home´omorphisme CR qui
s’e´tend au voisinage de tout point p ∈ M en une correspondance holo-
morphe propre F2 telle que F−12 soit aussi une correspondance holomor-
phe propre alors
Proposition 7.1. Au voisinage de p ∈M∩E2, l’ensemble E2 des points
de branchements de F2 est w-invariant.
Preuve de la Proposition 7.1: D’apre`s le Proposition 6.1, il existe une
application bijective ϕ : S → S ′ telle que le diagramme:
S ϕ−−−−→ S ′
λ
 λ′
Up −−−−→
F̂2
U ′f(p)
(10)
soit commutatif.
Soit Σ, (resp. Σ′) l’ensemble des points critiques de λ (resp. λ′), c’est
a` dire l’ensemble des points de Up (resp. U ′f(p)) ou` λ (resp. λ
′) n’est pas
localement bijective. Il est facile de voir que cet ensemble est w-invariant
(resp. w′-invariant) en regardant l’e´quation (4) de la Section 3.
Soit p ∈M ∩E2. Il existe deux voisinages Up et U ′p′=f(p) et une corre-
spondance holomorphe propre irre´ductible F2 ⊂ Up×U ′p′ qui prolonge f .
De plus, on peut supposer que F2−1 est aussi une correspondance holo-
morphe propre. Ce qui veut dire que les projections π : F2 → Up et
π′ : F2 → U ′p′ sont propres et donc π(F2) = Up et π′(F2) = U ′p′ . Donc
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l’application multivalue´e F̂2 = π′ ◦ π−1 est aussi surjective. Aussi, on a
vu que l’on pouvait e´crire F̂2 sous la forme F̂2 = {f1, . . . , fs} ou` les f i
sont les applications dont les graphes sont les diﬀe´rentes feuilles de la cor-
respondance F2. Ce sont donc des applications continues, holomorphes
par morceaux et d’apre`s la remarque pre´ce´dente, elles sont surjectives.
On va montrer dans un premier temps que E2 ⊂ F̂2
−1
(Σ′). Soit
t ∈ E2, il existe alors, par de´ﬁnition de E2, une suite (tn)n n→∞−−−→ t
et deux autres suites (t′1n)n, (t
′
2n)n tendant vers t
′ ∈ F̂2(t) telles que
t′1n ∈ F̂2(tn) et t′2n ∈ F̂2(tn) avec t′1n = t′2n. D’apre`s le diagramme (10),
on a ϕ◦λ(tn) = λ′ ◦ F̂2(tn), on en de´duit donc que λ′(t′1n) = λ′(t′2n). Au
voisinage de t′, λ′ n’est donc pas une bijection ce qui signiﬁe que t′ ∈ Σ′
et donc t ∈ F̂2
−1
(Σ′).
Montrons maintenant que Σ′ ⊂ F̂2(Σ). Soit t′ ∈ Σ′, il existe t ∈ Up
tel que t′ ∈ F̂2(t) car F̂2 est surjective. Il existe donc i ∈ {1, . . . , s}
tel que f i(t) = t′. Supposons que f1(t) = t′. Or t′ ∈ Σ′, donc il existe
deux suites (t′1n)n, (t
′
2n)n tendant vers t
′ telles que λ′(t′1n) = λ
′(t′2n) avec
t′1n = t′2n. On peut donc construire deux suites
(t1n)n
n→∞ 
=
t
(t2n)n
n→∞

telles que f1(t1n) = t′1n et f
1(t2n) = t′2n car f
1 est surjective. Or
λ(t1n) = λ(t2n) car ϕ ◦ λ(t1n) = λ′ ◦ f1(t1n) = λ′(t′1n) = λ′(t′2n) =
ϕ ◦ λ(t2n) et car ϕ est bijective. On voit donc que λ n’est pas bijective
au voisinage de t donc t′ = f1(t) ∈ F̂2(Σ), ce qui nous donne le re´sultat.
On montre enﬁn que E2 ⊂ λ−1 ◦ λ(Σ). En eﬀet,
E2 ⊂ F̂2
−1
(Σ′),
⊂ F̂2
−1
(F̂2(Σ)).
Or le diagramme (10) est commutatif donc F̂2
−1
= λ−1 ◦ϕ−1 ◦λ′. Donc
F̂2
−1
(F̂2(Σ)) = λ−1 ◦ ϕ−1 ◦ (λ′ ◦ F̂2)(Σ),
= λ−1 ◦ ϕ−1(ϕ ◦ λ)(Σ),
= λ−1 ◦ λ(Σ).
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Or λ−1 ◦ λ(Σ) est w-invariant, et E2 est un ensemble analytique de
dimension complexe n − 1 comme Σ, donc E2 peut s’e´crire comme une
re´union de composante connexe de λ−1 ◦ λ(Σ), ce qui nous donne le
re´sultat voulu.
8. Extension
On va enﬁn pouvoir terminer la de´monstration du The´ore`me 1.1 graˆce
a` la proposition suivante:
Proposition 8.1. Soit f : M → M ′ un home´omorphisme CR, entre
deux varie´te´s polynoˆmialement rigides qui s’e´tend au voisinage d’un
point p ∈ M en une correspondance holomorphe propre F2 telle que
F−12 est aussi une correspondance holomorphe propre, alors f s’e´tend
biholomorphiquement au voisinage de p.
Preuve de la Proposition 8.1: Soit p ∈M comme dans la proposition. Si
p ∈ E2 le lieu de branchement de F2, il est clair que l’on peut e´tendre f
au voisinage de p. On va donc s’inte´resser au cas ou` p ∈ E2. On va
utiliser, comme dans Coupet-Pinchuk [CP96], le the´ore`me du disque
pour montrer que l’on peut e´tendre holomorphiquement f au voisinage
de p.
On regarde la correspondance holomorphe propre comme une ap-
plication multivalue´e F̂2 : Up → U ′f(p). Comme E2 est w-invariante
d’apre`s la Proposition 7.1, on peut e´crire E2 au voisinage de p sous
la forme E2 = E˜2 × Cd ou` E˜2 est un ensemble analytique de Cm de
codimension complexe supe´rieure ou e´gale a` 1 car dimCE2 ≤ n− 1. On
peut donc trouver une courbe complexe γ ⊂ Cm telle que γ ∩ E˜2 = {pz}
ou` pz est le point de Cm de coordonne´e zp.
Supposons, pour simpliﬁer les notations, que p = (0, 0). Soit main-
tenant, le disque analytique
∆µ = {(z, w) : z ∈ γ, |z| < r, w = −µv},
ou` v est un vecteur normal a` M tel que p− µv ∈W .
Pour tout µ > 0, le centre du disque ∆µ appartient a` W et est le seul
point de ∆µ qui peut appartenir a` E2. Or le seul point d’intersection
entre ∆µ et E2 est (zp,−µv) et ce point appartient a` W . Il est donc
clair, qu’a` l’aide du prolongement F2 de f en tant que correspondance,
on peut e´tendre f a` un voisinage ∆µ de ∆µ.
De plus, chaque voisinage ∆µ peut eˆtre choisi de tel fac¸on qu’on puisse
trouver un ε > 0 inde´pendant de µ tel que pour tout t = (z, w) ∈ ∂∆µ,
(i.e. |z| = r), B(t, ε) ⊂ ∆µ. En eﬀet, il suﬃt de se donner un µ et de
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trouver un ε tel que B(t, ε) ∩ E2 = ∅ pour tout t ∈ ∂∆µ. Comme E2
est w-invariant, cela reste vrai quelque soit µ. Il est ensuite possible
de trouver, pour tout µ, un voisinage ∆µ de tel fac¸on que pour tout
t = (z, w) ∈ ∂∆µ, (i.e. |z| = r), B(t, ε) ⊂ ∆µ.
En regardant L = ∪t∆µ et les disques ∆µ, et en faisant tendre µ
vers 0, on peut utiliser le the´ore`me des disques pour prolonger f au
voisinage de p, ce qui termine la de´monstration de la Proposition 8.1.
De la meˆme fac¸on, on peut e´tendre holomorphiquement f−1 au voisi-
nage de f(p). Au voisinage de p, f est donc bien un biholomorphisme
car M est ge´ne´rique et donc un ensemble d’unicite´.
Ceci termine aussi la de´monstration du The´ore`me 1.1. Il suﬃt de
recoller les extensions de f au voisinage de tout point de M . En eﬀet, il
n’y a pas de proble`me de recollement car f et f−1 sont CR sur M et M ′
qui sont des varie´te´s ge´ne´riques et donc des ensembles d’unicite´.
Preuve du Corollaire 1.3: Comme f est de classe C1 sur M , on en de´duit
par le The´ore`me de Sard que l’ensemble des valeurs critiques est de
mesure nulle sur M ′. Or f est un home´omorphisme de M sur M ′, donc
il existe des points de M au voisinage duquel f est un diﬀe´omorphisme.
De plus, M ′ est Levi non de´ge´ne´re´e presque partout car sinon M ′ au-
rait un noyau non vide et d’apre`s Freeman [Fre76] (voir aussi [Chi91],
[Bog91]), M ′ serait feuillete´e par des varie´te´s holomorphes, ce qui est
impossible car on a suppose´ que M ′ e´tait sans courbe holomorphe. Soit
p0 ∈M tel que f est un diﬀe´omorphisme au voisinage de p0 et tel que la
forme de Levi de M ′ est non-de´ge´ne´re´e au voisinage de f(p0). On peut
donc appliquer le The´ore`me de Tumanov [Tum94], qui nous dit que f
est alors un C∞ diﬀe´omorphisme au voisinage de p0, puis le The´ore`me de
Baouendi-Jacobowitz-Tre`ves [BJT85] pour montrer que f s’e´tend holo-
morphiquement au voisinage de p0. Enﬁn, graˆce au The´ore`me 1.1, on
prouve le Corollaire 1.3.
9. Le cas hypersurface
On suppose dans cette section que M et M ′ sont des hypersurfaces
re´elles alge´briques. On rappelle qu’une hypersurface M est dite re´elle
alge´brique si elle est de´ﬁnie localement par M = {t ∈ Cn : ρ(t) = 0}
ou` ρ est une fonction re´elle alge´brique telle que dρ(t) = 0. Nous allons
montrer que, sous les hypothe`ses du The´ore`me 1.2, il existe un point p0
au voisinage duquel f se prolonge holomorphiquement. Pour cela, nous
avons d’abord besoin du re´sultat suivant:
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Proposition 9.1. Soit M , M ′ deux hypersurfaces alge´briques re´elles de
C
n, avec M minimale en p et soit f : M →M ′ un home´omorphisme CR.
Alors il existe deux ouverts Vp, V ′p′=f(p) tels que f se prolonge en un
biholomorphisme de V −(ou+)p sur V
′−(ou+)
p′ .
Preuve de la Proposition 9.1: On peut remarquer que le Lemme 4.4 reste
vrai ici. En eﬀet, pour prouver ce lemme, on n’utilise pas l’existence
d’un point p0 au voisinage duquel f se prolonge, ni le fait que M et M ′
soient polynoˆmialement rigides. On peut donc dire qu’il existe un bi-
holomorphisme f˜ : int((Up ∩M)∼) → int((f(Up ∩M))∼) qui prolonge
continuˆment f : Up ∩M → f(Up ∩M) ou` Up est un voisinage bien choisi
du point p. Pour ne pas surcharger les notations notons par U le voisi-
nage de p sur M de´ﬁni par U = Up ∩M .
Comme M est minimale en p, on sait d’apre`s le The´ore`me de Tu-
manov [Tum89a] qu’il existe un voisinage Vp de p tel que V
−(ou+)
p ⊂ U˜
(on supposera par la suite que V −p ⊂ U˜ , i.e. on supposera que le coˆte´
d’extension est le coˆte´ “ne´gatif”). Donc f˜ est un biholomorphisme de V −p
sur f˜(V −p ). Mais a` quoi ressemble l’ouvert f˜(V
−
p ) ? Est-ce un voisinage
unilate´ral de p′ = f(p) ?
A priori, cela n’est pas vrai si on ne controˆle pas la taille du voisi-
nage Vp. On va donc regarder le voisinage unilate´ral de p de´ﬁni par
(Bn∩V −p ), ou` Bn est la boule ouverte de Cn de centre p et de rayon 1/n.
Et on va maintenant chercher un N tel que f˜(BN ∩V −p ) soit un voisinage
unilate´ral de p′ = f(p).
Cas 1: Supposons qu’il existe N0 tel que ∀ q ∈ (V −p ∩ BN0), f(q) /∈
M ′. Il est alors clair que f˜(V −p ) “reste d’un coˆte´ de M
′” et c’est
donc bien un voisinage unilate´ral de p′, donc de la forme V ′−(ou+)p′ .
Cas 2: Supposons au contraire que ∀n ∈ N, ∃ qn ∈ (Bn∩V −p ) tel que
f˜(qn) ∈M ′. Par continuite´ de la fonction f˜ , il va exister un N tel
que ∀n > N , q′n = f˜(qn) ∈ f(U). Soit Vqn un voisinage de q dans
(Bn ∩ V −p ), f(Vqn) = V ′q′n est alors un voisinage ouvert de q′, car f˜
est un biholomorphisme. Mais f˜ : U˜ → (f(U))∼ est une application
continue et f˜ : int(U˜) → (f(U))∼ est injective. Soit q0 = f−1(q′n).
Par continuite´, ∀x ∈ U˜ proche de q0, f˜(x) ∈ V ′q′n = f˜(Vqn), ce qui
contredit l’injectivite´ de f˜ . Le cas 2 est donc impossible.
Ceci ache`ve la de´monstration de la Proposition 9.1.
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On suppose maintenant que sous les hypothe`ses de la Proposition 9.1,
l’application f se prolonge en un biholomorphisme de V −p sur V
′−
p′ .
D’apre`s la Proposition 9.1 on sait que pour tout p ∈ M il existe un
voisinage Vp de p et un voisinage V ′f(p) de f(p) tel que f se prolonge
holomorphiquement a` V −p et tel que f(V
−
p ) = V
′−
f(p). On va maintenant
essayer de trouver un point p de l’hypersurface M ou` il y a extension
holomorphe de f a` un voisinage ouvert U de p. Pour cela, on a besoin
de regarder la ge´ome´trie CR locale de M . On note:
Lρ(t)(W ) =
(
∂2ρ
∂tj∂t¯k
(t)τj τ¯k
)
j,k
avec W =
n∑
j=1
τj
∂
∂tj
∈ T ctM,
la forme de Levi de M en t applique´e a` W ∈ T ctM ou` T ctM est l’espace
tangent complexe a` M en t (on notera de meˆme L′ρ′(t′)(W ′) la forme
de Levi de M ′ en t′ applique´e a` W ′ ∈ T ct′M ′). Ce qui nous ame`ne a`
de´composer M et M ′ de la fac¸on suivante:
M = M− ∪M+ ∪M0,
ou`
M0 = {t ∈M/Lρ(t) ≡ 0},
M−= {t ∈M/Lρ(t) posse`de une valeur propre strictement ne´gative},
M+ = M\(M0 ∪M−).
On remarque que M− est un ouvert de M et que M0 est un ensemble
analytique re´el de Cn de dimension 2n − 2. On de´compose de la meˆme
fac¸on M ′.
On regarde maintenant les diﬀe´rents cas possibles: S’il existe un
point p ∈ M− on peut alors utiliser le The´ore`me de Levi pour obtenir
une extension holomorphe a` un voisinage U de p. On peut donc (quitte a`
de´placer un petit peu le point p sur M de telle fac¸on que Jac(f)(p) = 0)
obtenir une extension biholomorphe de f au voisinage de p. De plus,
comme f est un home´omorphisme et que son extension est un biholo-
morphisme d’un voisinage unilate´ral de p sur un voisinage unilate´ral de
f(p), on peut indiﬀe´remment travailler avec f ou f−1. Donc s’il existe
un point p′ ∈M ′− on aura de meˆme une extension biholomorphe de f−1
au voisinage de p′ et par conse´quent aussi de f au voisinage de f−1(p′).
Supposons maintenant que M− = ∅ et M ′− = ∅. On peut maintenant
conclure graˆce au lemme suivant:
Lemme 9.2. Si M− = ∅ et M ′− = ∅, il existe un point p ∈ M au
voisinage duquel f se prolonge biholomorphiquement.
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Preuve du Lemme 9.2: Comme M− = ∅ et M ′− = ∅, il est clair que les
deux hypersurfaces M et M ′ sont pseudoconvexes. On est donc dans
la situation de Bell-Catlin [BC88], ce qui nous donne une extension
holomorphe de f au voisinage de tout point p deM . On peut donc, quitte
a` de´placer un petit peu le point p, (de telle fac¸on que Jac(f)(p) = 0)
obtenir une extension biholomorphe de f au voisinage de p.
Nous avons donc montre´ qu’il existe toujours un point au voisinage
duquel f se prolonge holomorphiquement. Pour terminer la preuve du
The´ore`me 1.2, on doit, dans un premier temps, montrer l’alge´bricite´ de
l’application f . Pour cela, il suﬃt ici d’utiliser le The´ore`me de Baouendi-
Rothschild [BR95].
On doit ensuite montrer que f s’e´tend en fait en correspondance. La
preuve de la Proposition 5.1 peut facilement eˆtre reproduite ici avec
quelques simpliﬁcations.
Enﬁn, une fois que l’on a montre´ que f s’e´tend en correspondance, on
peut utiliser le The´ore`me de Diederich-Pinchuk [DP98], pour montrer
que f se prolonge holomorphiquement au voisinage de tout point de M ,
ce qui conclut la preuve du The´ore`me 1.2.
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